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Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà
èññëåäîâàíèÿì â îáëàñòè âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ è èõ îáîá-
ùåíèé. Çàäà÷à ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà, îáîçíà÷à-
åìàÿ äàëåå êàê V I(G,X), ñîñòîèò â ïîèñêå òî÷êè x∗ ∈ X òàêîé,
÷òo
〈G(x∗), x− x∗〉 ≥ 0 ∀x ∈ X, (1)
ãäå X ⊆ Rn  íåïóñòîå çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, G :
X → Rn  çàäàííîå îòîáðàæåíèå.
Âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óíèèöèðî-
âàííûé àïïàðàò äëÿ èçó÷åíèÿ ìíîãèõ çàäà÷ èç ðàçëè÷íûõ îá-
ëàñòåé çíàíèé, íàïðèìåð, òàêèõ êàê ìåõàíèêà, èçèêà, ýêîíî-
ìèêà, èññëåäîâàíèå îïåðàöèé è òàê äàëåå. Øèðîêèé ñïåêòð âîç-
ìîæíûõ ïðèëîæåíèé âûçâàë èíòåðåñ ê íåðàâåíñòâó (1) ó ìíî-
ãèõ èññëåäîâàòåëåé, ÷òî ïðèâåëî ê îðìèðîâàíèþ òåîðèè äëÿ
V I(G,X) êàê ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðàçäåëà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòè-
êè. Çíà÷èòåëüíûé âêëàä â îáùóþ òåîðèþ âàðèàöèîííûõ íåðà-
âåíñòâ âíåñëè . Ôèêåðà, . Ñòàìïàêêüÿ, Ô.Å. Áðàóäåð, . ëî-
âèíñêè, Æ.-Ë. Ëèîíñ, . Òðåìîëüåð, . Äþâî, Ä. Êèíäåðëåðåð,
Ê. Áàéîêêè, À. Êàïåëî.
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóþò è èíòåíñèâíî èçó÷àþòñÿ çà-
äà÷è, îáîáùàþùèå íåðàâåíñòâî (1). Îäíèì èç òàêèõ îáîáùåíèé
ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ðàâíîâåñèÿ, êîòîðàÿ ñîñòîèò â ïîèñêå òî÷êè
x∗ ∈ X òàêîé, ÷òî
Φ(x∗, x) ≥ 0 ∀x ∈ X, (2)
ãäå X ⊆ Rn  íåïóñòîå çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, Φ :
X ×X → R  çàäàííàÿ áèóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî Φ(x, x) = 0 äëÿ
ëþáûõ x ∈ X . Âåñîìûé âêëàä â òåîðèþ è ìåòîäû ðåøåíèÿ (2)
âíåñëè Äæ. Á. îçåí, Ôàíü Öçè, Õ. Íèêàéäî, Å. Áëþì, Â. Ýòò-
ëè, Æ.-Ï. Îáåí, È.Â. Êîííîâ, À.Ñ. Àíòèïèí è äðóãèå ó÷åíûå.
Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðåøåíèÿ
âàðèàöèîííî-ïîäîáíîãî íåðàâåíñòâà, îáîçíà÷àåìàÿ äàëåå êàê
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V LI(G,F,X), êîòîðàÿ ñîñòîèò â ïîèñêå òî÷êè x∗ ∈ X òàêîé,
÷òî
〈G(x∗), F (x)− F (x∗)〉 ≥ 0 ∀x ∈ X, (3)
ãäå X ⊆ Rn  íåïóñòîå çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, G,F :
X → Rm  íåïðåðûâíûå îäíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ.
Ïîáóäèòåëüíûì ìîòèâîì ê èçó÷åíèþ V LI(G,F,X), â ÷àñò-
íîñòè, ñëóæèò âîçìîæíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîãî âàðè-
àöèîííîãî íåðàâåíñòâà (1) â âàðèàöèîííî-ïîäîáíîå (3) ñ öå-
ëüþ óëó÷øåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ñâîéñòâ èñõîäíîé çàäà÷è (ñî-
êðàùåíèå ðàçìåðíîñòè, óïðîùåíèå äîïóñòèìîé îáëàñòè è ò.ï.).
Êðîìå òîãî, ïðè ïîìîùè âàðèàöèîííî-ïîäîáíûõ íåðàâåíñòâ (3)
ìîæíî ïðîâîäèòü ïîëíóþ èëè ÷àñòè÷íóþ ïàðàìåòðè÷åñêóþ êîð-
ðåêöèþ íåñîâìåñòíûõ ñèñòåì íåðàâåíñòâ, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó-
÷èòü îáîáùåííûå ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ íåêîððåêòíûõ ñè-
ñòåì. Â òåðìèíàõ V LI(G,F,X) åñòåñòâåííûì îáðàçîì çàïèñû-
âàþòñÿ óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì.
Öåëü ðàáîòû. Îñíîâíàÿ öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â èçó÷åíèè
ñâîéñòâ âàðèàöèîííî-ïîäîáíûõ íåðàâåíñòâ (3), ïîëó÷åíèè óñëî-
âèé ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé, ðàçðàáîòêå è òå-
ñòèðîâàíèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ, ïðèìåíåíèè ïîëó÷åí-
íûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ïîèñêà îáîáùåííûõ ðåøåíèé íåñîâìåñò-
íûõ ñèñòåì íåðàâåíñòâ è òî÷åê ðàâíîâåñèÿ â òðàíñïîðòíûõ ñè-
ñòåìàõ ñ ýëàñòè÷íûì ñïðîñîì.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ äèñ-
ñåðòàöèîííîé ðàáîòû îáåñïå÷èâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâàìè ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì àïïàðàòà âûïóêëîãî è íåãëàäêîãî àíàëèçà, ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òåîðèè çàäà÷ äîïîëíèòåëüíî-
ñòè, âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ è çàäà÷ ðàâíîâåñèÿ. åçóëüòàòû,
ïîëó÷åííûå â ïðîöåññå ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ,
ïîäòâåðæäàþò òåîðåòè÷åñêèå âûêëàäêè.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ïðåäëîæåíà ïîñòàíîâêà âàðèàöèîííî-
ïîäîáíîãî íåðàâåíñòâà âèäà (3) è óñòàíîâëåíà âçàèìîñâÿçü ñ
íåêîòîðûìè ñóùåñòâóþùèìè îðìàìè çàäà÷ ðåøåíèÿ âàðèà-
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öèîííûõ íåðàâåíñòâ è çàäà÷àìè ðàâíîâåñèÿ. Ïîëó÷åíû óñëî-
âèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ (3). Äëÿ ðåøåíèÿ
V LI(G,F,X) ïîñòðîåíû ñõåìû ïðîåêòèâíîãî è ýêñòðàãðàäè-
åíòíîãî ìåòîäîâ è äîêàçàíà èõ ãëîáàëüíàÿ ñõîäèìîñòü, ðàçðà-
áîòàí ìåòîä ëîêàëüíûõ âûïóêëûõ ìàæîðàíò è äîêàçàíà åãî ëî-
êàëüíàÿ ñõîäèìîñòü. Ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííî-ïîäîáíûõ íåðà-
âåíñòâ ïðîâåäåíà ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êîððåêöèÿ íåñîâìåñòíûõ ñè-
ñòåì íåðàâåíñòâ, ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáîáùåí-
íûõ ðåøåíèé íåêîððåêòíûõ ñèñòåì. àññìîòðåíî ïðèìåíåíèå
V LI(G,F,X) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òðàíñïîðòíîãî öåíîâîãî ðàâ-
íîâåñèÿ.
Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèñ-
ñåðòàöèîííîé ðàáîòû.
1. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé V LI(G,F,X) íà îãðàíè-
÷åííîì è íåîãðàíè÷åííîì äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå â ïðåäïî-
ëîæåíèè ñâîéñòâ êâàçè- è 0-äèàãîíàëüíîé âûïóêëîñòè.
2. Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ V LI(G,F,X) â ïðåäïîëî-
æåíèè ñâîéñòâà ñòðîãîé F -ïñåâäîìîíîòîííîñòè è òåîðåìû
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè
ñâîéñòâ ñèëüíîé F -ìîíîòîííîñòè, (êâàçè-, 0-äèàãîíàëüíîé)
âûïóêëîñòè, ëèïøèöåâîñòè îòîáðàæåíèé.
3. Òåîðåìà ýêâèâàëåíòíîñòè V LI(G,F,X) âàðèàöèîííî-ïîäîá-
íûõ íåðàâåíñòâ ïðîåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ. Ñõåìû ïðîåê-
òèâíîãî è ýêñòðàãðàäèåíòíîãî ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ (3) è
óñëîâèÿ èõ ãëîáàëüíîé ñõîäèìîñòè.
4. Ìåòîä ëîêàëüíûõ âûïóêëûõ ìàæîðàíò äëÿ ðåøåíèÿ (3) è
îáîñíîâàíèå åãî ëîêàëüíîé ñõîäèìîñòè.
5. Ñõåìà ïàðàìåòðè÷åñêîé êîððåêöèè íåñîâìåñòíûõ ñèñòåì íåðà-
âåíñòâ ñ ïîìîùüþ V LI(G,F,X) è òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ
îáîáùåííûõ ðåøåíèé ó íåêîððåêòíûõ ñèñòåì.
Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Äèññåðòà-
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öèîííàÿ ðàáîòà íîñèò â îñíîâíîì òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïî-
ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ðàñøèðÿþò òåîðèþ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøå-
íèé äëÿ âàðèàöèîííî-ïîäîáíûõ íåðàâåíñòâ. Ïîñòðîåííûå àë-
ãîðèòìû âíîñÿò âêëàä â ðàçâèòèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøå-
íèÿ âàðèàöèîííî-ïîäîáíûõ íåðàâåíñòâ. Ïðè ïîìîùè àïïàðàòà
V LI(G,F,X) ìîæíî ïðîâîäèòü ïîëíóþ èëè ÷àñòè÷íóþ êîððåê-
öèþ íåñîâìåñòíûõ ñèñòåì íåðàâåíñòâ, ýêâèâàëåíòíî ïåðåîð-
ìóëèðîâàòü âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà (1) ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ
ðàçìåðíîñòè è óëó÷øåíèÿ äðóãèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñâîéñòâ çà-
äà÷è, ðåøàòü çàäà÷è òðàíñïîðòíîãî öåíîâîãî ðàâíîâåñèÿ.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. åçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáî-
òû äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà: Ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íî-
òåõíè÷åñêîé êîíåðåíöèÿõ Äèíàìèêà ñèñòåì, ìåõàíèçìîâ è
ìàøèí (Îìñê, 12-14 íîÿáðÿ 2002 ã., 16-18 íîÿáðÿ 2004), Âñåðîñ-
ñèéñêèõ êîíåðåíöèÿõ Ïðîáëåìû îïòèìèçàöèè è ýêîíîìè÷å-
ñêèå ïðèëîæåíèÿ (Îìñê, 1-5 èþëÿ 2003 ã., 11-15 èþëÿ 2006 ã.),
Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé ìîëîäåæíîé êîíåðåíöèè Ïîä çíàêîì
Ñèãìà (Îìñê, 26-28 èþíÿ 2003 ã.), îññèéñêîé êîíåðåíöèè
Äèñêðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé (Íîâîñèáèðñê,
28 èþíÿ-2èþëÿ 2004 ã.), Áàéêàëüñêîé ìåæäóíàðîäíîé øêîëå-
ñåìèíàðå Ìåòîäû îïòèìèçàöèè è èõ ïðèëîæåíèÿ (Ñåâåðîáàé-
êàëüñê, 2-8 èþëÿ 2005 ã.), ëåòíåé øêîëå INTAS Íåëèíåéíûé
àíàëèç â ïðèëîæåíèÿõ ê ýêîíîìèêå, ýíåðãåòèêå è òðàíñïîð-
òó (Áåðãàìî, Èòàëèÿ, 5-9 èþíÿ 2006), íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ êà-
åäðû Àâòîìàòèçèðîâàííûå ñèñòåìû îáðàáîòêè èíîðìàöèè
è óïðàâëåíèÿ Îìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåð-
ñèòåòà (Îìñê, 2003-2006 ãã.), ëàáîðàòîðèè äèñêðåòíîé îïòèìè-
çàöèè Îìñêîãî èëèàëà Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáî-
ëåâà ÑÎ ÀÍ (Îìñê, 2003, 2006 ãã.), îòäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÍÈÈÌÌ èì. Í.. ×åáîòàðåâà (Êàçàíü, 2004
ã.), êàåäðû Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â ýêîíîìèêå Èíñòèòóòà
ìàòåìàòèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê Äàëüíåâîñòî÷íîãî ãîñóäàð-
ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (Âëàäèâîñòîê, 2006, 2007 ãã.).
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Ïóáëèêàöèè. åçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû èçëîæå-
íû â 15 ðàáîòàõ, â òîì ÷èñëå äâå ñòàòüè, [3℄ è [15℄, â èçäàíèÿõ
èç ñïèñêà ÂÀÊ.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñî-
ñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðà-
òóðû. àáîòà èçëîæåíà íà 117 ñòðàíèöàõ è ñîäåðæèò 1 òàáëèöó
è 8 ðèñóíêîâ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîñòîèò èç 140 íàèìåíîâàíèé.
àáîòà âûïîëíåíà â äâóõ îðãàíèçàöèÿõ: íà êàåäðå Àâòîìà-
òèçèðîâàííûå ñèñòåìû îáðàáîòêè èíîðìàöèè è óïðàâëåíèÿ
Îìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà  íàó÷-
íûé ðóêîâîäèòåëü äîöåíò, ê..-ì.í À.Â. Çûêèíà è íà êàåäðå
Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â ýêîíîìèêå Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè
è êîìïüþòåðíûõ íàóê Äàëüíåâîñòî÷íîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíè-
âåðñèòåòà  íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü ïðîåññîð, ä..-ì.í Å.À.
Íóðìèíñêèé.
Ïîä ðóêîâîäñòâîì À.Â. Çûêèíîé àâòîðîì áûëè ïîëó÷åíû ñëå-
äóþùèå ðåçóëüòàòû: ïðåäëîæåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðåøåíèÿ
âàðèàöèîííî-ïîäîáíîãî íåðàâåíñòâà âèäà (3), óñòàíîâëåíà ñâÿçü
ñ íåêîòîðûìè äðóãèìè ñóùåñòâóþùèìè îðìàìè âàðèàöèîí-
íûõ íåðàâåíñòâ è çàäà÷àìè ðàâíîâåñèÿ, ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé V LI(G,F,X), ïðåäëî-
æåíû ñõåìû ïðîåêòèâíîãî è ýêñòðàãðàäèåíòíîãî ìåòîäîâ äëÿ
ðåøåíèÿ V LI(G,F,X), èññëåäîâàíà ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êîððåê-
öèÿ íåñîâìåñòíûõ ñèñòåì íåðàâåíñòâ è ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ îáîáùåííûõ ðåøåíèé.
Ïîä ðóêîâîäñòâîì Å.À. Íóðìèíñêîãî àâòîðîì áûëè ïîëó÷åíû
ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû: ïðåäëîæåíà îöåíî÷íàÿ óíêöèÿ äëÿ
âàðèàöèîííî-ïîäîáíîãî íåðàâåíñòâà (3), èññëåäîâàíû åå ñâîé-
ñòâà, ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøè-
ìîñòè çàäà÷è ìèíèìèçàöèè îöåíî÷íîé óíêöèè, ïðåäëîæåí ìå-
òîä ëîêàëüíûõ âûïóêëûõ ìàæîðàíò äëÿ ðåøåíèÿ V LI(G,F,X),
äàíî åãî îáîñíîâàíèå, ðàññìîòðåíî ïðèëîæåíèå âàðèàöèîííî-
ïîäîáíûõ íåðàâåíñòâ (3) ê çàäà÷àì òðàíñïîðòíîãî öåíîâîãî ðàâ-
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íîâåñèÿ, ïðîâåäåíà ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ âñåõ ïðåäëàãàå-
ìûõ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå àëãîðèòìîâ, ïðîäåëàíû ÷èñëåí-
íûå ýêñïåðèìåíòû.
Èññëåäîâàíèÿ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïðîâîäèëèñü â ðàì-
êàõ ãîñáþäæåòíûõ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîò ÎìÒÓ (ðå-
ãèñòðàöèîííûé íîìåð ÍÈ 1.4.01.Ô), ïîëó÷èëè ïîääåðæêó â
ðàìêàõ ïðîãðàììû 17 óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïðåçè-
äèóìà ÀÍ, ãðàíòà ÔÔÈ 04-07-90287-B Èíîðìàöèîííîå îáåñ-
ïå÷åíèå è âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ â èíòåãðèðî-
âàííîé ñåòè ÄÂÎ ÀÍ.
ÑÎÄÅÆÀÍÈÅ ÀÁÎÒÛ
Âî ââåäåíèè ïðèâåäåí êðàòêèé îáçîð ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ èñ-
ñëåäîâàíèÿì â îáëàñòè âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ è çàäà÷ ðàâ-
íîâåñèÿ, óêàçàíû âåäóùèå íàïðàâëåíèÿ â ïîñòðîåíèè òåîðèè
ðàçðåøèìîñòè ýòèõ çàäà÷, ïåðå÷èñëåíû îñíîâíûå ìåòîäû ïî-
èñêà ðåøåíèé. Çàÿâëåíà òåìà äèññåðòàöèîííûõ èññëåäîâàíèé
è îáîñíîâàíà åå àêòóàëüíîñòü. Èçëîæåíî êðàòêîå ñîäåðæàíèå
äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.
Ïåðâàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç òðåõ ðàçäåëîâ è ïîñâÿùåíà òåîðåòè-
÷åñêèì èññëåäîâàíèÿì V LI(G,F,X) íà ïðåäìåò ñóùåñòâîâà-
íèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé.
Â ïåðâîì ðàçäåëå ïðèâåäåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðåøåíèÿ âà-
ðèàöèîííî-ïîäîáíîãî íåðàâåíñòâà (3). Ïîêàçàíà âçàèìîñâÿçü ñ
çàäà÷åé ðàâíîâåñèÿ (2) è íåêîòîðûìè ñóùåñòâóþùèìè îðìà-
ìè âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ. Íàðÿäó ñ V LI(G,F,X) ðàññìîò-
ðåíà çàäà÷à ðåøåíèÿ äóàëüíîãî âàðèàöèîííî-ïîäîáíîãî íåðà-
âåíñòâà, êîòîðàÿ ñîñòîèò â ïîèñêå òî÷êè x∗ ∈ X òàêîé, ÷òî
〈G(x), F (x)− F (x∗)〉 ≥ 0 ∀x ∈ X. (4)
Âî âòîðîì ðàçäåëå äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøå-
íèé V LI(G,F,X). Ïîêàçàíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå âàðèàöèîííî-
ïîäîáíîãî íåðàâåíñòâà (3) â âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî ñ ìíîãî-
çíà÷íûì îòîáðàæåíèåì è ïîñëåäóþùåå èñïîëüçîâàíèå óñëîâèé
8
ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ó ïîñëåäíèõ ïðèìåíèòåëüíî ê (3) ñó-
ùåñòâåííî îãðàíè÷èâàåò âîçìîæíûå îðìû V LI(G,F,X), òàê
êàê ïðè ýòîì òðåáóþòñÿ âåñüìà ñèëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ î ñâîé-
ñòâàõ èñõîäíîé çàäà÷è.
Îïèðàÿñü íà òåîðèþ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé çàäà÷ ðàâíîâå-
ñèÿ (2) äëÿ âàðèàöèîííî-ïîäîáíîãî íåðàâåíñòâà (3) äîêàçàíà
Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî èêñèðîâàííîãî x ∈ X
óíêöèÿ GT (x)F (·) êâàçèâûïóêëà íà X. Çàäà÷à V LI(G,F,X)
èìååò ðåøåíèå, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé
a) ìíîæåñòâî X îãðàíè÷åíî;
b) íàéäåòñÿ íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî Y ⊆ X
òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X\Y ñóùåñòâóåò y ∈ Y ïðè
êîòîðîì 〈G(x), F (y)− F (x)〉 < 0.
Ïóñòü XV LI è XV LId  ìíîæåñòâà ðåøåíèé âàðèàöèîííî-ïî-
äîáíîãî (3) è äóàëüíîãî âàðèàöèîííî-ïîäîáíîãî (4) íåðàâåíñòâ
ñîîòâåòñòâåííî. Ñâÿçü ìåæäó XV LI è XV LId óñòàíàâëèâàåò
Òåîðåìà 1.6. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ F -ïñåâäîìîíîòîííûì îòîá-
ðàæåíèåì è äëÿ ëþáîãî èêñèðîâàííîãî x ∈ X óíêöèÿ GT (x)F (·)
ÿâíî êâàçèâûïóêëà íà X. Òîãäà XV LI = XV LId .
Îäíîé èç öåëåé äèññåðòàöèîííûõ èññëåäîâàíèé áûëî ïîëó÷å-
íèå óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé äëÿ V LI(G,F,X) â ïðåä-
ïîëîæåíèÿõ ðàçíûõ îðì âûïóêëîñòè.
Îïðåäåëåíèå 1.7. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî V LI(G,F,X) îá-
ëàäàåò ñâîéñòâîì 0-äèàãîíàëüíîé âûïóêëîñòè íà X, åñëè äëÿ
êàæäîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê






ãäå λ = (λ1, . . . , λk) ∈ Λk, Λk = {λ ∈ Rk+ :
k∑
i=1




i)− F (yλ)〉 ≥ 0.
Äëÿ îãðàíè÷åííîãî äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà X ïîëó÷åí ñëå-
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äóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 1.7. Ïóñòü V LI(G,F,X) îáëàäàåò ñâîéñòâîì 0-
äèàãîíàëüíîé âûïóêëîñòè íà X è ìíîæåñòâî X îãðàíè÷åíî.
Òîãäà âàðèàöèîííî-ïîäîáíîå íåðàâåíñòâî (3) èìååò ðåøåíèå.
Óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà X â òåîðåìå 1.7. ìîæíî
çàìåíèòü ñâîéñòâîì êîýðöèòèâíîñòè çàäà÷è.
Òåîðåìà 1.8. Ïóñòü V LI(G,F,X) îáëàäàåò ñâîéñòâîì 0-
äèàãîíàëüíîé âûïóêëîñòè íà X è ñóùåñòâóåò íåïóñòîå îãðà-
íè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî Y ⊆ X òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈
X\Y íàéäåòñÿ y ∈ Y ïðè êîòîðîì 〈G(x), F (y) − F (x)〉 < 0.
Òîãäà âàðèàöèîííî-ïîäîáíîå íåðàâåíñòâî (3) èìååò ðåøåíèå.
Â òðåòüåì ðàçäåëå ðàññìîòðåíû âîïðîñû åäèíñòâåííîñòè ðå-
øåíèÿ V LI(G,F,X). Îïèðàÿñü íà ñâîéñòâà F -ìîíîòîííîñòè è
òåîðèþ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷ ðàâíîâåñèÿ (2) äî-
êàçàíû ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.
Òåîðåìà 1.11 Åñëè â V LI(G,F,X) îòîáðàæåíèå G  ñòðî-
ãî F -ïñåâäîìîíîòîííî, òî ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íå áîëåå îä-
íîãî ðåøåíèÿ âàðèàöèîííî-ïîäîáíîãî íåðàâåíñòâà (3).
Òåîðåìà 1.12. Åñëè â V LI(G,F,X) íà ìíîæåñòâå X äëÿ
ëþáîãî èêñèðîâàííîãî x ∈ X óíêöèÿ GT (x)F (·) âûïóêëà è
îòîáðàæåíèå G ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî F -ìîíîòîííûì, òî âàðèà-
öèîííî-ïîäîáíîå íåðàâåíñòâî (3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-
íèå.
Ó÷èòûâàÿ ñïåöèèêó ïîñòàíîâêè V LI(G,F,X) ïîëó÷åíû è
äðóãèå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ.
Òåîðåìà 1.13. Ïóñòü V LI(G,F,X) íà ìíîæåñòâå X ëè-
áî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 0-äèàãîíàëüíîé âûïóêëîñòè, ëèáî
äëÿ ëþáîãî èêñèðîâàííîãî x ∈ X óíêöèÿ GT (x)F (·) ÿâëÿ-
åòñÿ êâàçèâûïóêëîé. Åñëè íà ìíîæåñòâå X îòîáðàæåíèå F
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà è îòîáðàæåíèå G ÿâëÿåòñÿ
ñèëüíî F -ìîíîòîííûì, òî âàðèàöèîííî-ïîäîáíîå íåðàâåíñòâî
(3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Âòîðàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç òðåõ ðàçäåëîâ è ïîñâÿùåíà ïîñòðî-
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åíèþ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ V LI(G,F,X).
Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîåêòèâíûé è ýêñòðà-
ãðàäèåíòíûé ìåòîäû ðåøåíèÿ (3), îñíîâàíèå äëÿ ïðèìåíåíèÿ
êîòîðûõ äàåò
Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå X äëÿ ëþáîãî èêñè-
ðîâàííîãî x ∈ X óíêöèÿ GT (x)F (·) âûïóêëà è F (y)  íåïðå-
ðûâíî äèåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå. Òî÷êà x∗ ∈ X ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèåì âàðèàöèîííî-ïîäîáíîãî íåðàâåíñòâà (3) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà
x∗ = piX(x
∗ − α∇F T (x∗)G(x∗)),
ãäå α > 0  çàäàííîå ÷èñëî, ∇F (x∗)  ìàòðèöà ßêîáè îòîá-
ðàæåíèÿ F â òî÷êå x∗.
Ïðèâåäåííàÿ òåîðåìà äàåò âîçìîæíîñòü ïðåäëîæèòü ïðîåê-
òèâíûé ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ V LI(G,F,X):
Èíèöèàëèçàöèÿ àëãîðèòìà
Ïóñòü x0 ∈ X  íà÷àëüíàÿ òî÷êà, α > 0  çàäàííûé ïàðà-
ìåòð. Ïîëîæèì k = 0. Èòåðàöèÿ àëãîðèòìà
Øàã 1. Âû÷èñëèì xk+1 = piX(x
k − α∇F T (xk)G(xk)).
Øàã 2. Åñëè xk = xk+1, òî ðåøåíèå V LI(G,F,X) íàéäåíî.
Àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó.
Øàã 3. Ïîëîæèòü k = k + 1 è ïåðåéòè íà øàã 1.
Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïðîåêòèâíîãî ìåòîäà íåîáõîäèìî ñäåëàòü
ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ î ñâîéñòâàõ V LI(G,F,X).
(A1) Äëÿ ëþáîãî èêñèðîâàííîãî x ∈ X óíêöèÿ GT (x)F (·)
âûïóêëà íà X .
(A2) Îòîáðàæåíèå ∇F T (x)G(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèï-
øèöà ñ êîíñòàíòîé L.
(A3) Îòîáðàæåíèå G  ñèëüíî F -ìîíîòîííî ñ êîíñòàíòîé τ .
Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü äëÿ V LI(G,F,X) âûïîëíåíû ïðåäïî-





{xk}, ïîñòðîåííàÿ ïðîåêòèâíûì ìåòîäîì, ëèíåéíî ñõîäèòñÿ
ê ðåøåíèþ x∗ çàäà÷è V LI(G,F,X), òî åñòü
‖xk+1 − x∗‖2 ≤ γ‖xk − x∗‖2, k = 0, 1, 2, . . . ,
äëÿ íåêîòîðîãî γ ∈ [0, 1).
Îäíèì èç îãðàíè÷èòåëüíûõ óñëîâèé ñõîäèìîñòè ïðîåêòèâ-
íîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ñèëüíàÿ F -ìîíîòîííîñòü îòîáðàæåíèÿ
G. Äëÿ îòîáðàæåíèé, îáëàäàþùèõ áîëåå ñëàáûìè ñâîéñòâàìè
ìîíîòîííîñòè, íàïðèìåð, F -ïñåâäîìîíîòîííîñòü, ïðåäëàãàåòñÿ
èñïîëüçîâàòü ýêñòðàãðàäèåíòíûé ìåòîä:
Èíèöèàëèçàöèÿ àëãîðèòìà
Ïóñòü x0 ∈ X  íà÷àëüíàÿ òî÷êà, α > 0  çàäàííûé ïàðà-




k − α∇F T (xk)G(xk)),
xk+1 = piX(x
k − α∇F T (uk)G(uk)).
Øàã 2. Åñëè xk = xk+1, òî ðåøåíèå V LI(G,F,X) íàéäåíî.
Àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó.
Øàã 3. Ïîëîæèòü k = k + 1 è ïåðåéòè íà øàã 1.
Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü äëÿ V LI(G,F,X) âûïîëíåíû ïðåäïî-
ëîæåíèÿ (A1), (A2) è G ÿâëÿåòñÿ F -ïñåâäîìîíîòîííûì îòîá-
ðàæåíèåì. Åñëè 0 < α <
1
L
, òî îáå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {uk}
è {xk}, ïîñòðîåííûå ýêñòðàãðàäèåíòíûì ìåòîäîì, ñõîäÿòñÿ
ê ðåøåíèþ V LI(G,F,X).
Âî âòîðîì ðàçäåëå äëÿ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííî-ïîäîáíûõ íåðà-
âåíñòâ (3) ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè
îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è, ýêâèâàëåíòíîé V LI(G,F,X), è äàëü-
íåéøåì ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ äëÿ îòûñêàíèÿ åå îïòèìàëüíûõ òî÷åê. Âàæíóþ ðîëü â òà-
êîì ïðåîáðàçîâàíèè èãðàþò îöåíî÷íûå óíêöèè, õàðàêòåðèçó-
þùèå ìåðó îòêëîíåíèÿ îò ðåøåíèÿ V LI(G,F,X).
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Îïðåäåëåíèå 2.4. Îöåíî÷íîé óíêöèåé äëÿ âàðèàöèîííî-
ïîäîáíîãî íåðàâåíñòâà (3) íàçûâàåòñÿ óíêöèÿ ϕ : X → R ∪
{+∞}, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
(i) ϕ(x) ≥ 0 ∀x ∈ X;
(ii) x∗ ∈ X ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âàðèàöèîííî-ïîäîáíîãî íåðà-
âåíñòâà (3) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕ(x∗) = 0.








〈G(x), F (x)− F (y)〉 (6)
óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì (i), (ii) îïðåäåëåíèÿ 2.4. è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ÿâëÿåòñÿ îöåíî÷íîé äëÿ V LI(G,F,X).
Â ðàáîòå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèÿG è F âàðèàöèîííî-
ïîäîáíîãî íåðàâåíñòâà (3) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî äèåðåíöè-
ðóåìûìè íà X è ñóïðåìóì â (6) äîñòèæèì, òî åñòü äëÿ ëþáîãî
èêñèðîâàííîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò y(x) ∈ X òàêîé, ÷òî
sup
y∈X
〈G(x), F (x)− F (y)〉 = 〈G(x), F (x)− F (y(x))〉. (7)
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè V LI(G,F,X).
Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå
(B1) Äëÿ ëþáîãî èêñèðîâàííîãî x ∈ X óíêöèÿ GT (x)F (·)
ñòðîãî âûïóêëà íà X.
Òî÷êà x∗ ∈ X ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì V LI(G,F,X) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà x∗ = y(x∗), ãäå y(x∗) ðåøåíèå çàäà÷è (7)
ïðè x = x∗.
Â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ îöåíî÷íîé óíêöèè ϕ(x)
áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
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Ëåììà 2.1. Îöåíî÷íàÿ óíêöèÿ ϕ(x), îïðåäåëåííàÿ â (6),
ÿâëÿåòñÿ ñëàáî âûïóêëîé íà X.
Â ñèëó ñâîéñòâ ñëàáî âûïóêëûõ óíêöèé íåîáõîäèìûå óñëî-
âèÿ ýêñòðåìóìà â çàäà÷å (5) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå
ϕ′(x∗, x− x∗) ≥ 0 ∀x ∈ X, (8)
ãäå x∗ ∈ X  òî÷êà ìèíèìóìà ϕ(x), ϕ′(x∗, x−x∗) ïðîèçâîäíàÿ
ϕ(x) â òî÷êå x∗ ïî íàïðàâëåíèþ x − x∗. Îäíàêî, íåîáõîäèìûå
óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà äëÿ ñëàáî âûïóêëûõ óíêöèé íå ÿâëÿþòñÿ
äîñòàòî÷íûìè è êðîìå òîãî, ñëàáî âûïóêëûå óíêöèè ìîãóò
èìåòü ëîêàëüíûå ìèíèìóìû, îòëè÷íûå îò ãëîáàëüíûõ.
Òî÷êè x∗ ∈ X , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (8) áóäåì íàçûâàòü
ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè óíêöèè ϕ(x).
Ââåäåì äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå.
(B2) Äëÿ ëþáîãî èêñèðîâàííîãî x ∈ X îòîáðàæåíèå∇G(x)F (·)
ñòðîãî ìîíîòîííî íà X.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ ðàçðåøèìîñòè îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (5).
Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ (B1),(B2).
Òîãäà ëþáàÿ ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà x∗ ∈ X îöåíî÷íîé óíêöèè
ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì V LI(G,F,X).
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (5) ïðåäëàãàåòñÿ ïîñòðîèòü âûïóêëóþ
àïïðîêñèìàöèþ îöåíî÷íîé óíêöèè (6) â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè
ýêâèâàëåíòíóþ ϕ(x) ñ òî÷êè çðåíèÿ åå îïòèìèçàöèè â îêðåñò-
íîñòè òåêóùåãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.
Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ G è F ÿâëÿþòñÿ
äâàæäû íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìûìè íà X .
Çàèêñèðóåì òî÷êó x¯ ∈ X è âûäåëèì åå δ-îêðåñòíîñòüB(x¯, δ) =
{x : ‖x − x¯‖ ≤ δ}, ãäå δ > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî. Îêðåñòíîñòü
B(x¯, δ) âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû äëÿ íåêîòîðîãî R > 0 è ëþáûõ
y ∈ X, xδ ∈ B(x¯, δ), z ∈ Rn âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà
|zTH1(xδ)z| ≤ R‖z‖
2, |zTH2(xδ, y)z| ≤ R‖z‖
2,
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ãäå H1(xδ) è H2(xδ, y)  ìàòðèöû âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïî x â
òî÷êå xδ óíêöèé G
T (x)F (x) è (−GT (x)F (y)) ñîîòâåòñòâåííî.
Îáîçíà÷èì
c0(x¯) = G
T (x¯)F (x¯), A(x¯, z) = ∇G(x¯)z +G(x¯),
C(x¯) = F T (x¯)∇G(x¯) +GT (x¯)∇F (x¯),
è Z(x, δ) = {z : ‖z‖ ≤ δ, x + z ∈ X}  ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ
ñìåùåíèé èç òî÷êè x ïî íîðìå íå ïðåâûøàþùèõ δ.
Äëÿ óíêöèè
ψ(x¯, z) = c0(x¯) + C(x¯)z +R‖z‖
2 − inf
y∈X
F T (y)A(x¯, z) (9)
ñïðàâåäëèâà îöåíêà
ϕ(x¯ + z) ≤ ψ(x¯, z), (10)
ïðè÷åì ïðè z = 0 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî.
Òåîðåìà 2.6. Òî÷êà x∗ ∈ X ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì V LI(G,F,X)





è ψ(x∗, 0) = 0.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ′(x¯, z, d) ïðîèçâîäíóþ ïî z óíêöèè (9)
â íàïðàâëåíèè d. Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà, óíêöèÿ
ψ(x¯, z) äîñòàòî÷íî õîðîøî àïïðîêñèìèðóåò ïîâåäåíèå ϕ(x) â
îêðåñòíîñòè òî÷êè x¯.
Ëåììà 2.2. Ïóñòü ìíîæåñòâà, íà êîòîðûõ äîñòèãàþòñÿ
ñóïðåìóìû â (6) è èíèíóì â (9), êîìïàêòíû è x¯ ∈ X. Òîãäà
ïðîèçâîäíûå ïî íàïðàâëåíèÿì óíêöèé ϕ(x) â òî÷êå x = x¯ è
ψ(x¯, z) â òî÷êå z = 0 ñîâïàäàþò, òî åñòü
ϕ′(x¯, d) = ψ′(x¯, 0, d). (12)
Ñëåäñòâèå 2.1. Òî÷êà x¯ ∈ X ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé äëÿ
óíêöèè ϕ(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà z = 0  ñòàöèî-
íàðíàÿ òî÷êà óíêöèè ψ(x¯, z).
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Ëîêàëüíàÿ àïïðîêñèìèðóåìîñòü ϕ(x) ïðè x ∈ B(x¯, δ) óíê-
öèåé ψ(x¯, z) ïðè z ∈ Z(x¯, δ), îïèñàííàÿ ëåììîé 2.2., ïîçâîëÿåò
ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé ìåòîä ëîêàëüíûõ âûïóêëûõ ìà-
æîðàíò äëÿ ðåøåíèÿ V LI(G,F,X):
Èíèöèàëèçàöèÿ àëãîðèòìà
Âûáåðåì òî÷êó x0 ∈ X è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
X0 = {x : ϕ(x) ≤ ϕ(x0)}. (13)
Îïðåäåëèì δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x¯ ∈ X0 è z ∈ Z(x¯, δ)
âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (10). Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé âîçüìåì ïðî-
èçâîëüíóþ òî÷êó x¯0 ∈ X0. Ïîëîæèì k = 0.
Èòåðàöèÿ àëãîðèòìà
Øàã 1. åøèòü çàäà÷ó min
z∈Z(x¯k)
ψ(x¯k, z) = ψ(x¯k, zk).
Øàã 2. Åñëè zk = 0, òî x¯k  ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà îöåíî÷íîé
óíêöèè ϕ(x). Àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó. Ïðè ýòîì, åñëè
ψ(x¯k, 0) = 0, òî x¯k  ðåøåíèå V LI(G,F,X).
Øàã 3. Ïîëîæèòü x¯k+1 = x¯k + zk, k = k + 1 è ïåðåéòè íà
øàã 1.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì î ñõîäèìîñòè îïèñàííîãî ìåòîäà ÿâ-
ëÿåòñÿ
Òåîðåìà 2.7. Ïóñòü òî÷êà x0 âûáðàíà òàê, ÷òî ìíîæå-
ñòâî X0, îïðåäåëåííîå â (13), ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì è íà íåì
âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ (B1),(B2). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{x¯k}, ãåíåðèðóåìàÿ àëãîðèòìîì ìåòîäà ëîêàëüíûõ âûïóêëûõ
ìàæîðàíò, ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ V LI(G,F,X).
Â òðåòüåì ðàçäåëå â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå ïîêàçàíû ïðå-
èìóùåñòâà ïåðåîðìóëèðîâêè âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (1)
â âàðèàöèîííî-ïîäîáíîå (3). Íà ìîäåëüíîì ïðèìåðå ïðîâåäå-
íî ñðàâíåíèå ìåòîäà ëîêàëüíûõ âûïóêëûõ ìàæîðàíò äëÿ (3) ñ
òðàäèöèîííûì ïîäõîäîì, îñíîâàííûì íà ìèíèìèçàöèè ðåãóëÿ-
ðèçèðîâàííîé îöåíî÷íîé óíêöèè äëÿ (1). åçóëüòàòû ýêñïå-
ðèìåíòà ïîêàçàëè ñóùåñòâåííî áîëåå âûñîêóþ ñêîðîñòü ñõîäè-
ìîñòè ïåðâîãî ìåòîäà ïî ñðàâíåíèþ ñî âòîðûì.
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Òðåòüÿ ãëàâà ñîñòîèò èç òðåõ ðàçäåëîâ è ïîñâÿùåíà ïàðàìåò-
ðè÷åñêîé êîððåêöèè íåñîâìåñòíûõ ñèñòåì íåðàâåíñòâ ñ öåëüþ
èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ â ñîâìåñòíûå ñèñòåìû.
Â ïåðâîì ðàçäåëå îïèñàíà ñõåìà ïàðàìåòðè÷åñêîé êîððåêöèè
íåñîâìåñòíûõ ñèñòåì íåðàâåíñòâ, ðàçðàáîòàííàÿ Â.À. Áóëàâ-
ñêèì è íàïðàâëåííàÿ íà ïîèñê êîìïðîìèññíûõ ðåøåíèé èñõîä-
íûõ ñèñòåì.
àññìîòðèì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ
F (x) ≤ 0 x ∈ Rn, (14)
ãäå F : Rn → Rm  âåêòîð-óíêöèÿ ñ êîìïîíåíòàìè f1(x),. . .,
fm(x). Ïîäîáíûå ñèñòåìû, íàïðèìåð, âîçíèêàþò ïðè ìîäåëèðî-
âàíèè ïðîöåññîâ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.
Â îáùåì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà (14) íåñîâìåñò-
íà. Ïðè ðàññìîòðåíèè íåñîâìåñòíûõ ñèñòåì íåîáõîäèìî ïðè-
íÿòü íåêîòîðîå ñîãëàøåíèå î òîì, êàêîé âåêòîð äîïóñêàåòñÿ â
êà÷åñòâå çàìåíû åå òðàäèöèîííîãî, íî íåñóùåñòâóþùåãî ðåøå-
íèÿ. Â ðàáîòàõ Â.À. Áóëàâñêîãî äëÿ ñèñòåìû (14) ïðåäëàãàåò-
ñÿ íàéòè êîìïðîìèññíîå ðåøåíèå, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êîìïîíåíòó x∗ ïàðû âåêòîðîâ (x∗, u∗) ∈ Rn×Rm+ , óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèÿì
F (x∗) ≤ Qu∗, u∗ ≥ 0, (15)
(u∗)TF (x∗) = (u∗)TQu∗, (16)
∇F T (x∗)u∗ = 0, (17)
ãäå Q  çàäàííàÿ êâàäðàòíàÿ (m×m)-ìàòðèöà, u ∈ Rm+  íåèç-
âåñòíûé âåêòîð ïàðàìåòðîâ. Âåêòîð Qu îïðåäåëÿåò êîððåêöèþ
ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (14).
Óñëîâèÿ (15), (16) çàäàþò ïàðàìåòðè÷åñêóþ ëèíåéíóþ çàäà-
÷ó äîïîëíèòåëüíîñòè. Îáîçíà÷èì åå êàê PLCP (F (x∗), Q). à-
âåíñòâî (17) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîáõîäèìîå óñëîâèå òîãî, ÷òî
êîìïðîìèññíîå ðåøåíèå x∗ ìèíèìèçèðóåò âçâåøåííóþ êîððåê-
öèþ (u∗)TQu ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (14). Ïðè ýòîì èñïîëü-
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çóþòñÿ âåñà u∗ = u(x∗), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ
PLCP (F (x∗), Q).
Âî âòîðîì ðàçäåëå äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé êîððåêöèè íåñîâ-
ìåñòíîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (14) ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü
âàðèàöèîííî-ïîäîáíîå íåðàâåíñòâî (3)  öåëüþ ìèíèìèçàöèè
âçâåøåííîé êîððåêöèè ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (14).
àññìîòðèì êëàññ Pm êâàäðàòíûõ (m×m)-ìàòðèö, ó êîòîðûõ
âñå ãëàâíûå ìèíîðû ïîëîæèòåëüíû. Òàêèå ìàòðèöû ïðèíÿòî
íàçûâàòü P-ìàòðèöàìè. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè Q ∈ Pm, òî äëÿ
ëþáîãî èêñèðîâàííîãî âåêòîðà x ∈ Rn ëèíåéíàÿ çàäà÷à äî-
ïîëíèòåëüíîñòè PLCP (F (x), Q) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Äîêàçàíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ u(x).
Ëåììà 3.1. Ïóñòü âåêòîð-óíêöèÿ F : Rn → Rm íåïðå-
ðûâíà íà âñåì ïðîñòðàíñòâå R
n
è ìàòðèöà Q ∈ Pm. Òîãäà
îòîáðàæåíèå u(x), îïðåäåëÿåìîå êàê ðåøåíèå PLCP (F (x), Q)
ïðè äàííîì x, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.
Ëåììà 3.2. Åñëè ìàòðèöà Q ñèììåòðè÷íà, òî îòîáðà-
æåíèå u(x) âàðèàöèîííî-ïîäîáíîãî íåðàâåíñòâà (18) ÿâëÿåòñÿ
F -ìîíîòîííûì íà âñåì ïðîñòðàíñòâå Rn.
Ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ u(x), óñòàíîâëåííîå ëåì-
ìîé 3.1., äàåò âîçìîæíîñòü ïðîâîäèòü ïàðàìåòðè÷åñêóþ êîð-
ðåêöèþ ñèñòåìû (14) ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííî-ïîäîáíîãî íåðà-
âåíñòâà (3). Âåçäå äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Q ∈ Pm.
Îïðåäåëåíèå 3.2. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû íåðà-
âåíñòâ (14) íàçûâàåòñÿ òî÷êà x∗ ∈ Rn òàêàÿ, ÷òî
〈u(x∗), F (x)− F (x∗)〉 ≥ 0 ∀x ∈ Rn, (18)
ãäå u(x∗) = u∗  ðåøåíèå PLCP (F (x∗), Q).
Óñëîâèå (18) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðèàöèîííî-ïîäîáíîå íåðà-
âåíñòâî (3), îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ,
âî-ïåðâûõ, íåÿâíîå çàäàíèå îòîáðàæåíèÿ G(x) = u(x), êàê ðå-
øåíèÿ ëèíåéíîé çàäà÷è äîïîëíèòåëüíîñòè PLCP (F (x), Q) äëÿ
êàæäîãî èêñèðîâàííîãî x ∈ Rn è, âî-âòîðûõ, òî, ÷òî äîïóñòè-
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ìàÿ îáëàñòü â (18) ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì R
n
.
Ñâÿçü ìåæäó êîìïðîìèññíûì è îáîáùåííûì ðåøåíèÿìè äàåò
Óòâåðæäåíèå 3.2. Åñëè âåêòîð-óíêöèÿ F (x) = (f1(x),
f2(x), . . . , fm(x)) ïîêîìïîíåíòíî âûïóêëà è ìàòðèöà Q ñèì-
ìåòðè÷íàÿ, òî óñëîâèÿ (15)-(17) è (18) ýêâèâàëåíòíû, òî åñòü
êîìïðîìèññíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (14) ñîâïàäàåò ñ
îáîáùåííûì.
Îïèðàÿñü íà ïîñòðîåííóþ òåîðèþ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé
äëÿ âàðèàöèîííî-ïîäîáíûõ íåðàâåíñòâ (3) äîêàçàíà
Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
a) âåêòîð-óíêöèÿ F (x) = (f1(x), f2(x), . . . , fm(x)) ïîêîìïîíåíò-
íî âûïóêëà;
b) íàéäåòñÿ êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî Y ⊂ Rn òàêîå, ÷òî äëÿ
ëþáîãî x /∈ Y ñóùåñòâóåò y ∈ Y ïðè êîòîðîì F (y) < F (x).
Òîãäà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (14) èìååò îáîáùåííîå ðåøåíèå.
Îòìåòèì, ÷òî îäíèì èç ïðåäïîëîæåíèé òåîðåìû 3.1. ÿâëÿ-
åòñÿ ïîêîìïîíåíòíàÿ âûïóêëîñòü F , ñëåäîâàòåëüíî, åñëè Q 
ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, òî â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3.2. ïðèâåäåí-
íàÿ òåîðåìà òàêæå ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå êîìïðîìèññíîãî
ðåøåíèÿ äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (14).
Äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö Q òðóêòóðà âàðèàöèîííî-ïîäîá-
íîãî íåðàâåíñòâà (18) ïîçâîëÿåò ïðåäëîæèòü åùå îäíè óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ îáîáùåííûõ ðåøåíèé, îäíîâðåìåííî ñîâïàäàþ-
ùèõ ñ êîìïðîìèññíûìè.
Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü ìàòðèöà Q ñèììåòðè÷íà è âûïîëíå-
íû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
a) âåêòîð-óíêöèÿ F (x) = (f1(x), f2(x), . . . , fm(x)) ïîêîìïîíåíò-
íî âûïóêëà;
b) ‖F (x)‖ → ∞ ïðè ‖x‖ → ∞ è ñóùåñòâóåò ε > 0 äëÿ êî-





âñåõ x òàêèõ, ÷òî ‖x‖ > R.
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Òîãäà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (14) èìååò îáîáùåííîå ðåøåíèå, êî-
òîðîå ñîâïàäàåò ñ êîìïðîìèññíûì.
Â òðåòüåì ðàçäåëå ïðåäëîæåíà ñõåìà ÷àñòè÷íîé êîððåêöèè
ñèñòåìû íåðàâåíñòâ, êîãäà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîé íåñîâ-
ìåñòíîé ñèñòåìû â ñîâìåñòíóþ èçìåíÿåòñÿ ëèøü ÷àñòü åå îãðà-
íè÷åíèé.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (14) ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå íåïåðåñåêà-
þùèåñÿ ïîäñèñòåìû òàê, ÷òîáû ïåðâàÿ (äèðåêòèâíàÿ) ïîäñè-
ñòåìà áûëà ñîâìåñòíîé, à âòîðàÿ (àêóëüòàòèâíàÿ) ñîäåðæà-
ëà îãðàíè÷åíèÿ, íå âîøåäøèå â ïåðâóþ. Áóäåì êîððåêòèðîâàòü
àêóëüòàòèâíóþ ïîäñèñòåìó, ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ âñåé
ñèñòåìû (14).
Ïóñòü F (x) = (H(x), D(x)), ãäå H : Rn → Rm1 è D : Rn →
R
m2
 âåêòîð-óíêöèè, îáðàçóþùèå àêóëüòàòèâíûå è äèðåê-
òèâíûå îãðàíè÷åíèÿ, m1 +m2 = m. Ñèñòåìó (14) ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå
H(x) ≤ 0 x ∈ X, (19)
ãäå X = {x ∈ Rn : D(x) ≤ 0} 6= ∅  ìíîæåñòâî ðåøåíèé
äèðåêòèâíîé ïîäñèñòåìû.
Îïðåäåëåíèå 3.3. Çà îáîáùåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (19)
ïðèìåì âåêòîð x∗ ∈ X òàêîé, ÷òî
〈u(x∗), H(x)−H(x∗)〉 ≥ 0 ∀x ∈ X, (20)
ãäå u(x∗)  ðåøåíèå PLCP (H(x∗), Q˜), Q˜ ∈ Pm1  çàäàííàÿ
ìàòðèöà. Âåêòîð Q˜u îïðåäåëÿåò êîððåêöèþ ïðàâûõ ÷àñòåé à-
êóëüòàòèâíîé ïîäñèñòåìû H(x) ≤ 0.
Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü âåêòîð óíêöèÿ H(x) = (h1(x), h2(x),
. . . , hm1(x)) ïîêîìïîíåíòíî âûïóêëà. Ñèñòåìà (19) èìååò îáîá-
ùåííîå ðåøåíèå, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé
a) X  îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî;
b) íàéäåòñÿ íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî Y ⊆ X
òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ X\Y ñóùåñòâóåò y ∈ Y ïðè
êîòîðîì H(y) < H(x).
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) ìàòðèöà Q˜ ñèììåòðè÷íà è ïðè ‖x‖ → ∞ òàêèõ, ÷òî x ∈
X, âûïîëíåíî ‖F (x)‖ → ∞ è ñóùåñòâóåò ε > 0 äëÿ êî-





âñåõ x ∈ X òàêèõ, ÷òî ‖x‖ > R.
×åòâåðòàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç òðåõ ðàçäåëîâ è ïîñâÿùåíà ïðè-
ìåíåíèþ ðàçðàáîòàííîãî â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ òåîðåòè÷åñêî-
ãî è àëãîðèòìè÷åñêîãî àïïàðàòà âàðèàöèîííî-ïîäîáíûõ íåðà-
âåíñòâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òðàíñïîðòíîãî ðàâíîâåñèÿ ñ ýëàñòè÷-
íûì ñïðîñîì.
Â ïåðâîì ðàçäåëå äàíà ñîäåðæàòåëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è
òðàíñïîðòíîãî öåíîâîãî ðàâíîâåñèÿ, êîòîðàÿ ñîñòîèò â ïîèñêå
îáúåìîâ ïðîèçâîäñòâà è ïîòðåáëåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé ýêî-
íîìè÷åñêîé ñèñòåìå, à òàêæå â ðàñïðåäåëåíèè òîâàðíûõ ïî-
òîêîâ ïî çàäàííîé òðàíñïîðòíîé ñåòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèþ áåêîàëèöèîííîãî ðàâíîâåñèÿ ìåæäó ìàðøðóòèçèðîâàííû-
ìè ïîòîêàìè òîâàðà îò ïðîèçâîäèòåëÿ ïîòðåáèòåëþ.
Âî âòîðîì ðàçäåëå óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ îðìóëèðóþòñÿ â âè-
äå âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (1), ÷òî ÿâëÿåòñÿ òðàäèöèîííûì
ïîäõîäîì ê ðåøåíèþ äàííîé çàäà÷è. Äàëåå ñ öåëüþ ñîêðàùå-
íèÿ ðàçìåðíîñòè è óïðîùåíèÿ äîïóñòèìîé îáëàñòè âàðèàöèîí-
íîå íåðàâåíñòâî (1) ïðåîáðàçóåòñÿ â âàðèàöèîííî-ïîäîáíîå (3)
ïóòåì çàìåíû ïåðåìåííûõ.
Â òðåòüåì ðàçäåëå íà ìîäåëüíîì ïðèìåðå (ñåòü ñ 25 âåð-
øèíàìè, 40 äóãàìè) ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ñõîäèìîñòü àëãîðèò-
ìîâ ïðîåêòèâíîãî è ýêñòðàãðàäèåíòíîãî ìåòîäîâ, à òàêæå ìåòî-
äà ëîêàëüíûõ âûïóêëûõ ìàæîðàíò äëÿ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííî-
ïîäîáíûõ íåðàâåíñòâ è ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå âû÷èñëèòåëüíîé
ýåêòèâíîñòè ïåðå÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ñ ìåòîäîì ñïóñêà ïî
îöåíî÷íîé óíêöèè äëÿ êëàññè÷åñêèõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ.
Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðîåêòèâíûé è ýêñòðà-
ãðàäèåíòíûé ìåòîäû ðåøåíèÿ âàðèàöèîííî-ïîäîáíîãî íåðàâåí-
ñòâà ïîäòâåðäèëè ëèíåéíûé õàðàêòåð ñõîäèìîñòè, îäíàêî ðå-
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øåíèå áûëî ïîëó÷åíî çà áîëüøîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé (ïîðÿä-
êà 3 · 103 äëÿ ïðîåêòèâíîãî è 5 · 103 äëÿ ýêñòðàãðàäèåíòíîãî
ìåòîäîâ). Äëÿ ìåòîäà ëîêàëüíûõ âûïóêëûõ ìàæîðàíò ïîíà-
äîáèëîñü çíà÷èòåëüíî ìåíüøåå ÷èñëî èòåðàöèé (252), ïðè÷åì
õàðàêòåð ñõîäèìîñòè áûë òàêæå ïðåèìóùåñòâåííî ëèíåéíûé.
Â çàêëþ÷åíèè äàíà ñâîäêà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.
ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÀÁÎÒÛ
1. Äëÿ âàðèàöèîííî-ïîäîáíûõ íåðàâåíñòâ ïðîâåäåíû òåîðåòè-
÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííî-
ñòè ðåøåíèé: äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé íà
îãðàíè÷åííîì è íåîãðàíè÷åííîì äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ â
ïðåäïîëîæåíèÿõ ñâîéñòâ êâàçèâûïóêëîñòè è 0-äèàãîíàëüíîé
âûïóêëîñòè; ïîñòðîåíî äóàëüíîå âàðèàöèîííî-ïîäîáíîå íåðà-
âåíñòâî è óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ìíîæåñòâîì åãî ðåøå-
íèé è ìíîæåñòâîì ðåøåíèé âàðèàöèîííî-ïîäîáíîãî íåðà-
âåíñòâà; ïîëó÷åíû óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ âàðèà-
öèîííî-ïîäîáíîãî íåðàâåíñòâà â ïðåäïîëîæåíèÿõ (ñòðîãîé,
ñèëüíîé) F -ìîíîòîííîñòè, (êâàçè-, 0-äèàãîíàëüíîé) âûïóê-
ëîñòè, ëèïøèöåâîñòè îòîáðàæåíèé; óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæ-
äó âàðèàöèîííî-ïîäîáíûì íåðàâåíñòâîì è çàäà÷åé íàõîæ-
äåíèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïðîåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ.
2. Äëÿ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííî-ïîäîáíûõ íåðàâåíñòâ ïðåäëîæå-
íû ñõåìû ïðîåêòèâíîãî, ýêñòðàãðàäèåíòíîãî ìåòîäîâ, ìå-
òîäà ëîêàëüíûõ âûïóêëûõ ìàæîðàíò è äîêàçàíà èõ ñõîäè-
ìîñòü.
3. Èññëåäîâàíû ïðèëîæåíèÿ âàðèàöèîííî-ïîäîáíûõ íåðàâåíñòâ
äëÿ ýêâèâàëåíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êëàññè÷åñêèõ âàðèàöè-
îííûõ íåðàâåíñòâ â âàðèàöèîííî-ïîäîáíûå ñ öåëüþ óëó÷øå-
íèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ñâîéñòâ ðåøàåìûõ çàäà÷ (óïðîùåíèå
äîïóñòèìîé îáëàñòè, ñîêðàùåíèå ðàçìåðíîñòè è ò.ï.), äëÿ
ïðîâåäåíèÿ ïîëíîé èëè ÷àñòè÷íîé ïàðàìåòðè÷åñêîé êîððåê-
öèè íåñîâìåñòíûõ ñèñòåì íåðàâåíñòâ ïðè ìîäåëèðîâàíèè
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ïðîöåññîâ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, äëÿ íàõîæäåíèÿ îáîáùåííûõ
ðåøåíèé íåêîððåêòíûõ ñèñòåì è ïîëó÷åíèÿ óñëîâèé èõ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ.
4. Ïðîâåäåíà ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ
è ïðîäåëàíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïî ñðàâíåíèþ
ýåêòèâíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ àëãîðèòìîâ. Ñîçäàí êîì-
ïëåêñ ïðîãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òðàíñïîðòíîãî ðàâíîâå-
ñèÿ ñ ýëàñòè÷íûì ñïðîñîì.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âû-
âîäû. Ïîñòðîåííàÿ òåîðèÿ ãàðàíòèðóåò â îïðåäåëåííûõ óñëî-
âèÿõ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ó âàðèàöèîííî-
ïîäîáíûõ íåðàâåíñòâ. Äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü ïðîåêòèâíûé è ýêñòðàãðàäèåíòíûé ìåòîäû, êîòîðûå èìå-
þò ãëîáàëüíóþ ñõîäèìîñòü, îäíàêî äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âû-
ïîëíåíèå âåñüìà îãðàíè÷èòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ñâîéñòâàõ
çàäà÷è. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ëîêàëüíûõ âûïóêëûõ ìàæîðàíò
ñõîäèòñÿ ê ñòàöèîíàðíûì òî÷êàì ââåäåííîé îöåíî÷íîé óíê-
öèè è â óñëîâèÿõ õîðîøåãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðèâîäèò
ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Âàðèàöèîííî-ïîäîáíûå íåðàâåíñòâà ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé óäîáíûé îðìàëèçì èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ïî-
òîêîâîãî ðàâíîâåñèÿ è ïðîâåäåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé êîððåêöèè
íåñîâìåñòíûõ ñèñòåì íåðàâåíñòâ. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåí-
òû, ïðîâåäåííûå íà ìîäåëüíûõ ïðèìåðàõ, ïîçâîëÿþò íàäåÿòüñÿ
íà äîñòàòî÷íî âûñîêóþ (ëèíåéíóþ) ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïðåä-
ëàãàåìûõ àëãîðèòìîâ.
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